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Izvod: U radu je razmatrana moguõnost primene modifikovane Brinkove funkcije
kod modeliraña oblika, odnosno profila debla. Postupak optimizacije, odnosno
pronalaÿeña optimalnih parametara modifikovane Brinkove funkcije je vrlo
konvergentan, jer se optimiziraju samo tri parametra. Isto tako, ova funkcija ima
vrlo dobru fiziøku interpretaciju, s obzirom da nije suviåe sloÿena i da u ñoj
eksplicitno figuriåe veliøina prsnog polupreønika i ukupna visina debla.
Model na bazi modifikovane Brinkove funkcije  vrlo uspeåno predstavça tok
posmatranog procesa. Istovremeno ova se funkcija dobro uklapa u raspoloÿive
(izmerene) podatke, åto pokazuje  mala veliøina standardne greåke. 

Kçuøne reøi: modelirañe, profil debla, eksponencijalne funkcije, modifiko-
vana Brinkova funkcija, Levenberg-Markvardov algoritam.

MODELLING STEM PROFILE AND VOLUME BY USING 
THE MODIFIED BRINK’S FUNCTION 

Abstract: In the paper the possibilities of applying the modified Brink’s function of modelling
the form, i.e. the stem profile, have been studied. The optimisation procedure, i.e. the finding
of optimal parameters of the modified Brink’s function is highly convergent, because only
three parameters are optimised. Also, this function has a very good physical interpretation, as
it is not too complex and as it contains explicitly the values of radius at breast height and the
total tree height. The model based on the modified Brink’s function very successfully repre-
sents the course of the observed process. Simultaneously, this function matches the available
(measured) data, i.e. the standard error is low.

Key words: modelling, stem profile, exponential functions, modified Brink’s function, Leven-
berg-Marquardt’s algorithm.

1. UVOD

Modeli oblika i kumulativne zapremine stabla su veoma vaÿni pri
razmatrañu sortimentne strukture stabala i sastojina. Zbog toga se u li-
teraturi moÿe naõi veliki broj radova posveõen problemu åto taønijeg
odreæivaña funkcije, odnosno modela profila debla, (De ma e r schalk ,
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1973, Slo bo da  1984, Brink ,  Ga dow , 1986; Ko zak , 1988, Avery ,  Burk-
hart , 1994; Ri e mer  et all.,1995; Slo bo da  et all, 1998, Kub lin , 2003, Lee . et
all, 2003).

Jasno je da je za taøno predstavçañe profila debla potrebno koristiti
modele sa veõim brojem parametara. Meæutim, sloÿeni modeli nisu podesni
za uspostavçañe generalnih i principijelnih zakçuøaka na osnovu pojedi-
naønih posmatraña, odnosno mereña. S druge strane, korisno je kada u modelu
figuriåe obim ili preønik stabla na prsnoj visini, ukupna visina stabla i
sl., jer ove veliøine imaju jasnu fiziøku interpretaciju i lako ih je izmeri-
ti. Ova øiñenica je iskoriåõena kod modifikovane Brinkove funkcije, pa
je umesto pet nepoznatih parametara (uvoæeñem preønika na prsnoj visini i
ukupne visina stabla) broj nepoznatih parametara smañen na tri. Poreæeñe
profila debla na bazi koeficijenata modela moguõe je samo ako model ima
mali broj parametara. Modeli sa malim brojem parametara korisni su u slu-
øaju generalnog pristupa problemu, pri analizi uticaja staniåta i gazdin-
skih mera (tretmana sastojine) na oblik stabla (Brink ,  Ga dow , 1986; Ri e-
mer  et all.,1995; Hui ,  Ga dow , 1997).

U literaturi se moÿe naõi veliki broj predloÿenih funkcija za mo-
delirañe oblika debla, a svi predloÿeni modeli mogu da se podele u dve
grupe. U prvoj grupi su modeli zasnovani na jednoj funkciji, a u drugoj mo-
deli gde se proces modeliraña obavça po segmentima. Za razliøite seg-
mente (delove) profila debla, koriste se razliøite funkcije. Prva gru-
pa modela profila debla ima oøigledno boçu fiziøku interpretaciju,
jer je razumçivo da je boçe jedan fiziøki proces predstaviti jednom fun-
kcionalnom zavisnoåõu. Drugim reøima, kada se posmatra jedan fiziøki
proces u principu boçe je odrediti jednu funkciju (pa i po cenu veõe slo-
ÿenosti i optimizacije viåe koeficijenata), nego podeliti oblast na
viåe segmenata i koristiti viåe funkcija.

U drugu grupu spadaju modeli zasnovani na primeni spline funkcija,
gde se javçaju teåkoõe kod fiziøke, odnosno bioloåke, interpretacije
dobijenog modela. Na primer, zaåto se za opisivañe istog procesa kori-
ste dve funkcije ili zaåto se neki izmereni parametri koriste kod jedne
funkcije a drugi ne, iako se odnose na isti bioloåki proces? Kako to da
izmeren parametar procesa ne utiøe na neki segment posmatranog proce-
sa? 

Pristalice spline postupka insistiraju na jednostavnosti dobijenih
funkcija i da je efekat koeficijenata iz jednog segmenta praktiøno za-
nemarçiv u drugom segmentu. Dakle, ne radi se o potpunoj odsutnosti fi-
ziøke, odnosno bioloåke interpretacije veõ o praktiønom zanemari-
vañu minornih efekata. Kada se radi o eksponencijalnim zakonitostima
efekat jedne eksponencijalne funkcije moÿe biti stvarno zanemarçiv u
oblasti druge, åto je Brink iskoristio pri  definisañu svoje funkcije.

2.  MODIFIKOVANA BRINKOVA FUNKCIJA

Ako se posmatra vreteno stabla, nezavisno od postupka modeliraña,
moÿe da se zakçuøi da postoje tri, odnosno po nekim autorima, dve obla-
sti. U prvoj oblasti, koja poøiñe od povråine zemçe, javça se  neiloidan
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oblik, (Lee  et all, 2003), u sredñoj oblasti pribliÿno cilindriøan, odno-
sno taønije paraboloidan oblik, a pri vrhu, u treõoj oblasti, javça se ku-
past oblik. Neki autori smatraju da postoje samo dve oblasti. Brink i Ga-
dov (Brink  , Ga dow , 1986) smatraju da do prevojne taøke morfoloåke
krive imamo jednu eksponencijalnu zakonitost, a posle ñe drugu, takoæe,
eksponencijalnu zakonitost suprotnog znaka. U ovom sluøaju se i ekspo-
nenti razlikuju øak i do 30 puta (Ri e mer  et all., 1995).

Autori radova (Avery , Burk hart , 1994; Ko zak , 1988; Lee  et all, 2003)
razlikuju tri segmenta odnosno oblasti. Kao najboçi model moÿemo uze-
ti Liov model (Lee  et all, 2003). Osnovna prednost ovog modela je åto se
kontinualnom promenom eksponenta r, øija veliøina definiåe segmente,
gubi podela na segmente. U radu (Lee  et all., 2003) izvråeno je poreæeñe
Liovog modela sa Kozakovim modelom baziranom na promençivom koefi-
cijentu i sa segmentnim polinomnim modelom Maksa i Burkharta, (Max ,
Burk hart , 1976). 

Pored ove generalne podele koja se odnosi na izbor modela u praksi
pri konkretnoj primeni, mogu da se uoøe i podele prema vrednostima pa-
rametara. Tako npr. i ako se autor odluøi za jednu vrstu modela, posebno
se definiåu modeli za priobalno, a posebno za planinsko podruøje i sl.

Modifikovana Brinkova funkcija, (Ri e mer  et all., 1995) razvijena je
sa ciçem da se otkloni glavni nedostatak Brinkove funkcije (Brink ,
Ga dow , 1986) a to je da se vrednost funkcije ne anulira u taøci  x=X, tj.
na samom vrhu stabla. U kondenzovanoj formi (kanoniøni oblik) modifi-
kovana Brinkova funkcija, (Ri e mer  et all., 1995), ima oblik:

(1)

Eksponencijalna zavisnost  za male vrednosti x definisana je para-
metrom p koji ima negativan predznak u prvoj eksponencijalnoj funkciji.
Druga eksponencijalna funkcija je suprotnog znaka i definisana parame-
trom q  koji ima pozitivan predznak i koji je øesto i do 30 puta mañi od
parametra p. Uticaj ove funkcije je dominantan za velike vrednosti x.
Parametar u predstavça translaciju po y osi, a parametri v i w uticaj
prve i druge eksponencijalne zavisnosti na oblik dobijenog modela. Ka-
noniøan oblik funkcije,(1) jasno pokazuje sve tri komponente ove fun-
kcije.

Ako se iskoristi Brinkova funkcija (Brink ,  Ga dow , 1986) i postavi
uslov da model odnosno funkcija oblika debla prolazi kroz karakteri-
stiønu taøku, polupreønik y0 na prsnoj visini x0, tj. y(x0) = y0, i kroz kraj-
ñu taøku ŠX; y(X)Ð, pri øemu je y(X) = 0, gde je X ukupna visina dubeõeg stab-
la, modifikovana Brinkova funkcija (Ri e mer  et all., 1995), dobija oblik:

(2)

Vrednost parametra i predstavça taøku zajedniøke asimptote, odno-
sno veliøinu polupreønika kada funkcija iz oblasti gde preovladava
uticaj parametra p prelazi u oblast gde preovladava uticaj parametra q.
Tri nepoznata parametra i, p i q  potrebno je odrediti nekim postupkom
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optimizacije. Na osnovu ovoga jasno je da minimalan set ulaznih podataka
mora sadrÿati najmañe tri para podataka. Kada se na osnovu izmerenih,
raspoloÿivih podataka, koristeõi neki postupak optimizacije, odrede
nepoznati parametri i, p i q i definiåe modifikovana Brinkova fun-
kcija, moguõe je nacrtati kako samu funkciju tako i ñene komponente. 

U ciçu predstavçaña komponenti funkcije potrebno je odrediti ve-
liøine u, v i w :

(3)

(4)

(5)

Koristeõi podatke iz literature (Ri e mer  et all.,1995) i navedene re-
lacije od (1) do (5) na grafikonu 1 prikazana je modifikovana Brinkova
funkcija, koja je predstavçena punom linijom, kao i ñene komponente. U
ovom konkretnom sluøaju uzeli smo da nezavisno promençiva x odgovara
visini h, a funkcija y polupreøniku r. Vrednosti polaznih podataka su: x0
= 1,3 m, y0 = 20,5 cm i X = 35 m. Optimalni parametri su: i = 17,5, p = 1,0 i q
= 0,03. Koristeõi relacije (3), (4) i (5) dobijamo: u = 27,51, v = 11,01 i
w = 9,63, koji nam omoguõavaju da lako nacrtamo sve tri komponente modi-
fikovane Brinkove funkcije,  (MATLAB 2000).

Grafikon 1-  Modifikovana Brinkova funkcija i ñene komponente 
Diagram 1-  Modified Brink’s function and its components

Prva komponenta iz relacije (1), u, predstavçena je na grafikonu 1
horizontalnom linijom u= 27,51, podaci obeleÿeni sa ,o,. Ova nepromen-
çiva komponenta uvedena relacijom (1) i definisana relacijom (3), je
funkcija poznatih polaznih podataka, x0, y0 i X, kao i tri parametra i, p i
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q koji su odreæeni postupkom optimizacije. Drugi ølan iz relacije (1),
odreæuje zakrivçenost na samom poøetku, pri øemu je ta zakrivçenost
odreæena parametrom p. Na grafikonu 1 vidi se (podaci obeleÿeni sa ,x,),
da je posle h = 4 m vrednost drugog ølana pribliÿno jednaka nuli. Osnov-
nu zakrivçenost definiåe treõi ølan iz relacije (1), odnosno veliøina
eksponenta q. Kriva koja odgovara treõem ølanu, (podaci obeleÿeni sa
,+,), praktiøno je zaravñena do h = 5 m. Takoæe,  vidi se da za h = 35 m prva
i treõa komponenta imaju iste vrednosti samo suprotnog znaka. To je po-
sledica øiñenice da je polupreønik za tu visinu jednak nuli, a da druga
komponenta veõ posle h = 5 m ima praktiøno vrednost nula. U posmatra-
nom sluøaju (podaci iz literature) parametar q  je pribliÿno 30 puta ma-
ñi od parametra p, (Re i mer  et all.,1995).

3. POSTUPAK ODREÆIVAÑA OPTIMALNIH 
PARAMETARA

Postupak odreæivaña optimalnih parametara, u naåem sluøaju, svodi
se na reåavañe problema nelinearne regresije. Za reåavañe ovog prob-
lema iskoristiõemo Levenberg-Markvardov (LM) metod. Poznato je da
metod najstrmijeg (najbrÿeg) smañivaña vrednosti funkcije ocene, koja
je u naåem sluøaju sredña kvadratna greåka, radi (funkcioniåe) najbo-
çe kada smo relativno daleko od minimuma. U blizini minimuma uvek po-
stoji odreæena zaravñenost i u toj oblasti najboçe radi metod razvijaña
posmatrane funkcije u Tajlorov red. Levenberg-Markvardov metod koji
se koristi u naåem sluøaju kombinuje ove dve metode i omoguõuje konti-
nualan prelaz izmeæu ovih metoda tokom postupka odnosno tokom itera-
cija.

Postupak optimizacije se zavråava kada se dostigne veliøina ciçne
greåke ili zadati maksimalan broj iteracija. U ovom drugom sluøaju po-
stupak optimizacije nije uspeo. Najboçi rezultati se dobijaju kada po-
stupak optimizacije traje od 3 do 8 koraka. Na kraju postupka optimiza-
cije poznate su vrednosti parametara i, p i q, veliøina standardne greåke
S, broj koraka odnosno broj iteracija kao i kovarijansna matrica i rezi-
duali.

4. MODEL BAZIRAN NA PRIMENI MODIFIKOVANE 
BRINKOVE FUNKCIJE 

 

Za ilustraciju primene modifikovane Brinkove funkcije odabrana
su  stabla smrøe razliøite starosti: 39, 68, 95 i 130 godina, ukupne visine
16,1;  19,7;  36,15 i 32,6 m i veliøine prsnih polupreønika 6,9; 12,1; 17,4 i
21,6 cm, (tabela 1.)
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Tabela 1- Vrednosti polupreønika za stabla razliøite starosti
Table 1- Radius values of trees of different ages

Postupkom optimizacije za podatke iz tabele 1 dobijaju se sledeõe
vrednosti nepoznatih parametara:

Na grafikonu 2 predstavçene su funkcije profila za navedena stabla. 

Grafikon 2- Modeli profila stabala razliøite starosti
Diagram 2-  Models of tree profiles of different ages

Starost 39 godina Starost 68 godina Starost 95 godina Starost 130 godina
x y x y x y x y

h ŠmÐ rŠcmÐ h ŠmÐ rŠcmÐ h ŠmÐ rŠcmÐ h ŠmÐ rŠcmÐ
0,1 9,4 0,3 14,0 0,13 20,75 0,15 33,5
1,3 6,9 1,3 12,1 1,3 17,40 1,3 21,6

1,61 6,2 1,97 11,05 3,615 16,4 3,26 19,65
4,83 5,6 5,91 9,35 10,845 14,25 9,78 17,2
8,05 4,7 9,85 7,7 18,075 12,45 16,3 14,9

11,27 3,45 13,79 5,25 25,305 8,45 22,82 11,45
14,49 1,5 17,73 2,2 32,535 3,25 29,34 4,2
16,1 0 19,7 0 36,15 0 32,6 0

Starost (godina) i p q
  39 5,9624254 1,0592831 0,15437158
  68 10,505755 0,7368578 0,09038287
  95 16,703317 1,4606545 0,05086180
130 19,611238 1,6779116 0,07031114
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5. MODELI KUMULATIVNE ZAPREMINE 

Zapremina vretena stabla moÿe se jednostavno odrediti pod pretpo-
stavkom da se posmatraju relativno jednostavna pravilna geometrijska
tela. Meæutim, to je i najmañe taøan naøin izraøunavaña zapremine. S
druge strane, ako se uzme u obzir da su stabla uglavnom nesimetriøna, do-
bili bi se suviåe sloÿeni i u praksi neprimençivi izrazi za izraøuna-
vañe zapremine. Kao kompromis  moÿe se uzeti da se radi o simetriønim
geometrijskim telima. U tom sluøaju zapremina se moÿe dobiti kao odre-
æeni integral od 0 do neke visine x, geometrijskog tela koje je dobijeno
rotacijom funkcije profila oko x ose. Vidi se da se odreæivañe zapre-
mine vretena stabla praktiøno svodi na dva koraka. U prvom koraku po-
trebno je odrediti funkciju profila stabla, a zatim izraøunati odgova-
rajuõi odreæeni integral.

U radu je dat model kumulativne zapremine kada se za modelirañe
funkcije profila koristi modifikovana Brinkova funkcija. U skladu
sa prethodnim razmatrañima, daõemo analitiøki izraz za funkciju kumu-
lativne zapremine vretena, odnosno za zapreminu debla do neke visine x.
U sluøaju koriåõeña modifikovane Brinkove funkcije kao modela fun-
kcije profila, funkcija kumulativne zapremine se oøigledno moÿe de-
finisati kao:

(6)

Modeli kumulativne zapremine zasnovani na relaciji (6) za ranije
koriåõene primere, (tabela 1), odnosno za 39, 68, 95 i 130-to godiåña
stabla, prikazani su na grafikonu 3.

Grafikon 3- Kumulativne zapremine 
Diagram 3- Cumulative volumes 

 2
0( ) ( )x px qxV x u ve we dxπ −= + −∫
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6. IZRAØUNAVAÑE ZAPREMINE DEBLA 
I ÑEGOVIH  DELOVA

Izraøunavañe zapremine izvråiõemo pomoõu programa napisanog u
MATLAB-u zasnovanog na relaciji (6). Vidi se da koristimo pretpostav-
ku da funkcija profila odgovara modifikovanoj Brinkovoj funkciji.
Izraøunate zapremine  za øetiri ranije koriåõena stabla (tabela 1), na
osnovu pomenutog programa za izraøunavañe zapremine su: 0.1182, 0.3932,
1.6468 i 2.3086 m3. Po metodu Hoenadl-a, (Mir ko viõ  D., Ban ko viõ  S. 1993)
koji koristi 5 sekcija jednake relativne duÿine dobijamo sledeõe zapre-
mine: 0.10722, 0.37265, 1,60956 i 2.1562 m3. Smatramo da su naåi rezultati
bliÿi stvarnim zapreminama stabala jer metod  Hoenadl-a, ne aproksimi-
ra dovoçno taøno proåireñe stabla u delu ÿiliåta i zato daje neåto
niÿe vrednosti zapremine.

Po metodu zapreminskih tablica stabala (Ko pri vi ca  M., Ma u na ga
Z.,  2005) odnosno po regresionoj jednaøini  (7)

(7)

dobijeni su  sledeõi rezultati: 0.1355, 0.4103, 1.6683 i 2.1242 m3. Prve tri
vrednosti su bliÿe rezultatima koji su dobijeni prilikom modeliraña
profila stabla modifikovanom Brinkovom funkcijom, odnosno metodu
izraøunavaña zapremine koji je izloÿen u ovom radu. Za najstarije stablo
veliøina zapremine bliÿa je  rezultatu dobijenom po metodu Hoenadl-a.

Kao glavna praktiøna primena modifikovane Brinkove funkcije je
moguõnost odreæivaña potencijalne sortimentne strukture dubeõih staba-
la. Meæutim u tu svrhu potrebno je prethodno konstruisati  jedinstven mo-
del vretena stabla za neko geografsko podruøje na osnovu dovoçnog broja
modelnih stabala premerenih sekcionom metodom.  Ova problematika õe
biti razmatrana u nekom od narednih radova. Modifikovana Brinkova
funkcija izraøunava sa zadovoçavajuõom taønoåõu bilo koji preønik duÿ
vretena stabla i zapreminu pojedinih delova vretena stabla.

Primer: Odrediõemo zapreminu dela stabla od 0,25 do 3,25 m visine.
Ako se posmatraju  øetiri stabla za koja smo veõ ranije izraøunali ukup-
nu zapreminu, zapremine dela debla od 0,25 do 3,25 m visine iznose: 0,0438;
0,1320;  0,2845  i  0,4568 m3 , respektivno. 

7. ZAKÇUØAK 

Na osnovu modifikovane Brinkove funkcije moÿe se dobiti optima-
lan model profila debla i u uslovima kada se pored osnovnog seta poda-
taka, veliøine prsnog preønika i ukupne visine stabla, raspolaÿe samo
sa joå tri nova para podataka. Dobijen model øesto je sa nultom standard-
nom greåkom. Jasno je da  sa opåtim raspoloÿivim metodama, polinomne
funkcije, spline postupak, kombinacije eksponencijalnih funkcija itd.,
ne bi bili u stañu da u ovakvim uslovima dobijemo model koji zadovoçava
fiziøku stranu procesa. Postupak na bazi modifikovane Brinkove fun-
kcije obezbeæuje povoçan tok (oblik) dobijenog modela, kao i dobro ukla-
pañe u izmerene podatke.

2 20,000395774 0,000325622 0,0000357415V dh d d h= − +
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 U postupku preciznog izraøunavaña zapremine stabla kçuønu ulogu
igra taønost funkcije profila debla. Mnoga istraÿivaña, kao i istra-
ÿivaña koja su neposredno prethodila ovom radu, potvrdila su da modi-
fikovana Brinkova funkcija moÿe da obezbedi vrlo taøno predstavçañe
stvarne funkcije profila debla i zadovoçavajuõu taønost  izraøunate
zapremine.
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S u m m a r y

In the precise calculation of tree volume, as well as in the assessment of the tree and stand assort-
ment structure, the key role is that of the precision of the stem profile function. For this reason, nume-
rous papers in the literature have been devoted to the problem of the most precise determination of the
stem profile model. This paper studies the possible application of the modified Brink’s function.
Many studies, as well as the study resulting in this paper, show that the modified Brink’s function can
very successfully represent the real function of the stem profile and the high precision of the calcula-
ted volume. The optimisation procedure, i.e. the finding of the optimal parameters of the modified
Brink’s function is highly convergent, because only three parameters are optimised. Also, this fun-
ction has a very good physical interpretation, as it is not too complex and as it contains explicitly the
values of radius at breast height and the total tree height. The first parameter defines the sweep at the
very start of the model, directly above the ground level, the second one defines the basic sweep, i.e.,
up to the top of the tree, and the third parameter defines the size of the radius when the function, from
the domain of the first parameter moves to the domain of the dominant effect of the second parameter.
The volume is calculated by the program in MATLAB. The volume is obtained as the definite integral
from 0 to a height x, of a geometric figure obtained by the rotation of the profile function around the x-
axis. It is shown that Brink’s function is one very good, both from the aspect of the form of the obtai-
ned model and from the aspect of the precision of the calculated tree volume.


